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Sur un Exemple de Fonction Analytique Partout 

Continue. 

Par D. Pompeiu. 



J'ai démontré, par un exemple (Comptes Rendus, 28 novembre, 1904), l'exis- 
tence des fonctions analytiques partout continues. 

Voici cet exemple, sous sa forme la plus simple : 

Considérons, dans la plan de la variable complexe u, un ensemble E: 
borné, parfait,, partout discontinu et d'aire partout non nulle. Désignons les 
points de cet ensemble par £ et par z les autres points du plan. La lettre u 
désignera donc les points du plan lorsqu'il n'y aura pas lieu de distinguer si ces 
points sont des £ ou des z. 

Cela posé, définissons une fonction 4> par les conditions suivantes : 

♦ (0 = 1, <t>(*) = o. 

Maintenant la fonction dont il est question est définie par l'intégrale double 

(au sens de M. Lebesgue) 

F Ouf) = C — *— ■. . da 
v ' J u — u' 

étendue à une région (B), du plan, contenant tous les points £ de l'ensemble F. 
Par da je désigne Vêlement d'aire au point u. 

En chaque point du plan l'intégrale double nous donne une valeur bien 
déterminée de F. 

La fonction F, ainsi définie, est continue dans tout le plan, donc continue 
aussi sur l'ensemble E des points singuliers. 

On sait que jusqu'à présent tous les exemples de fonctions analytiques 
connus présentaient cette particularité que les points singuliers étaient, en même 
temps, des points de discontinuité. La question s'est posé alors de décider si 
c'était là un fait essentiel tenant à la nature même des fonctions analytiques ou 
un pur hasard. En d'autres termes : une fonction analytique uniforme peut-elle 
être continue sur l'ensemble de ses points singuliers ? 
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C'est pour répondre par l'affirmative à cette question que j'ai construit 
l'exemple rappelé ci-dessus. 

Mais la fonction F a été considérée souvent comme non concluante, notam- 
ment parce qu'elle est identiquement nulle si l'aire de E est nulle. 

Dans ces conditions M. Denjoy a cru utile de montrer, dans une Note des 
Comptes Rendus (3 mai, 1909), que la fonction F est un exemple probant. 
M. Denjoy précise certaines questions, pour lesquelles je m'étais rapporté à la 
théorie du potentiel logarithmique, et en particulier la question de la continuité 
de F en tous les points du plan. 

Mais l'inégalité donnée, à cet effet, par M. Denjoy n'est pas assez précise. 
C'est pourquoi je me suis proposé de reprendre la question de la continuité de F 
et de rectifier, à cette occasion, une affirmation de M. Denjoy relative à la dérivée 
F' de F. 

Je tiens, d'ailleurs, à reconnaître la rigueur et l'élégance avec lesquelles 
M. Denjoy met en évidence les autres propriétés de la fonction F. Ainsi il 
démontre que la fonction F n'est pas identiquement nulle et qu'elle admet tous 
les points £ comme points singuliers. 

§ 1. Continuité de la fonction F. 

Pour démontrer que la fonction F(u) est partout continue on doit chercher 
une limite supérieure de la différence 

\F(u>)-F( u »)\, 

u' et u" étant deux points quelconques dans le plan de la variable complexe u. 
M. Denjoy trouve, aux notations près, 

| F(u') - F(u") |< h | u! - u" | log — L_ , (1) 

k étant une constante indépendante de u' et u". Mais on voit bien que cette 
inégalité ne peut pas avoir lieu quels que soient les points u' et u". 

Je me propose de montrer que la fonction F (u) satisfait, dans tout le plan, 
à la condition de Lipschitz 

| F(u') — F{u") |< h | u' — u" | , 

Te étant une constante indépendante de u' et u". 
On a 

F[u') - F(u") = (u' - u") f . ^ T . <&> (2) 

v v ' v ' J (u — u') (u — u") x ' 
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en désignant toujours par (B) une région du plan contenant tous les points Ç de 
l'ensemble E. 

Tout se réduit donc à la recherche d'une limite supérieure pour le module 
de l'intégrale du second membre. 

Pour cela je partage le plan tout entier en deux moitiés par une droite (D) 
perpendiculaire sur le segment u' u" et passant par le milieu \ {u' -f u") de ce 
segment. 

Maintenant j'observe que 



!/ («-tO(u-ioH < / «V' 



da 

en posant 

/ = \u — u' | , 



r" = I m — u" 



Si la droite (D) partage la région (B) en deux parties* on aura 

r *cl>= r + r 

"(S) r r "(R') "(R") 

en désignant par (i2') la partie de (B) qui contient le point u' et par (B") la partie 
de la région (B) qui contient le point u". 

Pour calculer 

* (.B') r r 

nous mettrons l'origine des coordonnées polaires au point u'. Alors 

da = ¥ . d& . d¥ 
et l'intégrale /' devient 

i = r %-d^d^. 

Intégrons d'abord par rapport à ¥ en laissant & constant. On aura 

p' étant une certaine fonction de &, dépendant de la forme du périmètre de (B'). 
Mais 

r * d¥ < r dr ' 

* On peut évidemment supposer que le périmètre de la région (.fi) est une courbe convexe. 

44 
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puisque $, d'après sa définition, est nul en chaque point u = z, et égal à un en 
chaque point u — Ç. 

Appliquons maintenant à l'intégrale du second membre le théorème de la 
moyenne : il viendra 

en désignant par p" la moyenne des valeurs de r" lorsque / varie de à p', 
l'angle 6' gardant la même valeur. 

Mais, comme on a, dans la région (R'), 

et seulement pour les points u de la droite {D) : 

r' — r", 
on conclut 

f <i, 

ou encore 

< a (00 < 1 
d'où 

/'= r 2ir a (e , ).de , <2n. 

Le même procédé s'applique à l'intégrale 

I " = f £*** 

et l'on trouve 

I"<2n 

d'où, pour 

' ~" J(B) (« — «*') («* — M ") ' 

|/|<4rt. 
Alors l'égalité (2) nous donne 

\F(u')~F(u")\<47t\u'-u"\. (3) 

C'est donc cette formule précise qui doit remplacer l'inégalité (l) de 
M. Denjoy. 
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§ 2. La dérivée de F est bornée. 

Dans une autre Note des Comptes Bendus (9 août, 1909) M. Denjoy traitant 
des fonctions F(u) partout continues, et précisément du cas où la dérivée F' (u) 
est bornée, ajoute: "Cas dont on n'a pas jusqu'ici formé d'exemple." 

M. Denjoy pense donc que la dérivée F' de la fonction F, du § précédent, 
n'est pas bornée. C'est, en effet, ce qui semblerait résulter de l'inégalité (1) de 
M. Denjoy. Mais nous venons de voir que cette inégalité peut être précisée et 
remplacée par l'inégalité (3) de laquelle il résulte évidemment que la dérivée F' 
est bornée. 

C'est donc le contraire de l'affirmation de M. Denjoy qui est vrai: on n'a 
pas encore formé d'exemple d'une fonction F(u), partout continue, ayant la 
dérivée non bornée. 

§ 3. Autres propriétés de F. 

J'ai déjà dit que M. Denjoy s'est occupé, en dehors de la continuité, d'autres 
propriétés de la fonction F. Je me propose de chercher une limite supérieure 
du module de F(u), quel que soit u, dans le plan. 

On a, par définition, 

F(u')= L-^—^o. 

Mais F étant, en dehors de l'ensemble E, holomorphe et nulle à l'infini le 
maximum de |^| correspond à un point de E. Nous sommes donc amenés à 
étudier les valeur de \F\ pour les points £ de E. 

Prenons donc un point £ et cherchons une limite supérieure de \F(Ç)\. 
On a 



d'où 






en posant 

Prenons comme région (B) un cercle, ayant le point £ comme centre, con- 
tenant dans son intérieur tout E et contenant sur sa circonférence au moins un 
point de E. Ce cercle est unique et bien déterminé: soit p son rayon. 
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Mettons l'origine des coordonnées au centre £ de (R) et prenons des coor- 
données polaires. Alors 

du = r . d$ . dr 

d'où 



Ç Q- du = C (p.dr .dô. 



J'augmente cette intégrale en prenant, partout dans le cercle (R), $ = 1. 
Donc 

l^(OI< f"de f'dr. 

Ou, enfin, 

Mais en variant le point £ pris comme centre de (R), la plus grande valeur 
que peut prendre p c'est S, diamètre (Jordan: I, 28) de l'ensemble E. 
Donc l'on a 

\F(u)\ < 2nS 

quel que soit le point u, dans le plan. 

Université de Jasst (Roumanie), Décembre, 1909. 



